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Gegeven is het stelsel vergelijkingen
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(1) ‘?ﬁi 8 X Ty = Uy kK =1...,m ?
{
. , [
(2) P 85Xy = V5 i=1,...,0 |
=7
nooo
met ajkty 0, uk‘>'O, vj > 0, gi O, = 2 Vj’
k=1 J=1
Gevraagd wordt te bewijzen dat als x1=1 gesteld wordt, er
één en slechts één stelsel XpsevesXys Tqseees ¥y, meb xj‘> 0,

yk‘> O bestaat, dat aan de vergelijkingen voldoet.

Een willekeurige vergeli jking uit het stelsel is overbodig,
omdat de som van de linkerleden (resp. rechterleden) van (1) ge-
11jk is aan de som van de linkerleden (resp. rechterleden) van
(2).

Stellen wij nu direct x1=1 en laten wij de eerste verge-
1i jking van het stelsel (2) weg dan komt er:

n
Ve (Bq * %;% 2 510 J) =u,  k=1,...,m
o .
Xjéézﬁ aJkyk vj Jj =2, sn
We vervangen nu n-1 door n, nummeren de veranderlijken x
nu Xgsee0s%X, €N TOEMEN aﬂkzbk° We moeten dan bewljzen dat er bi]
het stelsel vergelijkingen
o .
(3) yk(bk + %EW ajkxj) = u, kKk=1,...,m é
(4) X Ei: a5 = V5 J=1,...,0 J

Soue s> vy 4
met aLJ,k > 0, bk > 0, Uy > 0, vj‘> 0, k:quk > ?:1 vj €én en
slechts één stelsel KgsenesXps Yyoeoos¥, met Xy > O, ypy> O
bestaat, dat aan de vergelijkingen voldoet.

We passen volledige inductie naar n toe en bewijzen behalve

de gencemde bewering bovendien, dat als een willekeurige der bk



gevarieerd wordt, de xj en y, der oplossing continu van zo'n bk
~afhangen en dat bovendien als een bk toeneemt alle Xj toenemen en

alle Yy afnemen, u
Voor n=0 1s de oplossing Ve = EK en alle beweringen zijn

evident, Voor n 2 1 nemen wij aan da% alle beweringen voor n-1
in plaats van n gelden. We nemen nu het stelsel

ey
(5) V(b + apx, + ééé Bpy) = W kK =4,...,m )
m ?
(6) Xj 2_—-—- ajkyk = Vj j = 2’°‘ﬂ’n /’

k=1
dat uit het stelsel (3), (4) ontstaat door één vergelijking weg te
laten. Kiest men nu X, 2 0 willekeurig, dan ontstaat een stel-
sel vergeli jkingen van de soort als (3), (4) met n-1 in plaats
van n. Hier in vervult bk+aﬂkxﬂ de rol van bk“ De bijvoorwaarden
zijn ook vervuld. Volgens inductieveronderstelling is bij dit
stelsel één en slechts één stelsel KpseeosXys Yqsee sV, met
Xj'> o, yk:> O te vinden dat eraan voldoet. Verder volgt door
optelling der vergelijkingen (5) en (6) direct:

G, = R
7 2 by, vt X, > anV, =2 U - 2 V.
Ter R T R g R gz
Laten we nu x1 variéren en kiezen we x2,..ﬂ,xng yq,...,ym

als bijbehorende oplossing van (5), (6), dan zijn deze volgens

inductieveronderstelling %ontinue functies van b +a1kx1, dus

k
van X, en dus is ook Xq'%:? 84 Y €en continue functie van Xqe

Verder nemen, als X, 5 €n dus bk+aqu1, toeneemt, volgens induc-

tieveronderstelling alle ¥, af en dus neemt, volgens (7),

_m O

X, E=1 R A toe. Voor x1=0 is Xﬂ:%zﬁaqkykzo’ voor x--»+00 geldt,
o & o

wegens (5), ¥~ O en dus, wegens (7), X, > BV~ 7L, Y- vy

o k=1 =1 £ 5=
Omdat O < v, ¢ > _u.- 9 v, is er dus één.en slechts één x, > O
TU T R jas k

en een bijbehorende oplossing X,,...;X s V4s...,¥, van (5) en (6)

te vinden, zodat geldt:

8 .\._Ul._

(8) 1y B T Ve

Echter vormen (5), (6) en (8) samen het stelsel (3), (4),
zodat bewezen is dat dit stelsel één en slechts één oplossing

XgseoosXpys YasoeesVy met xj > 0, Vi > 0 bezit.



Om te bewijzen dat bij toeneming van één der b, alle X
toenemen, en alle Yy afnemen, kunnen wij, zonder de algemeen-
heid te schaden, b1 vari#ren., Laat bq‘x b’ zijn en laat bi}] b
de oplossing xq,...,xnj Yaree ¥y en blj b% de oplossing

%,...,x’, y%,...,y& behoren. Blj b% en x, behoort verder de
oplossing xg,...,xg, yq,g..,y% van (5) en (6) die echter niet
aan (8) voldoet. Volgens inductieveronderstelling geldt, omdat
b, ta, X, < bita, X, x3 <:x3 (§ = 2,...,n) en y&‘) y& en dus
X4 E&Z aﬁkyi <V, Vergeli jken wij nu de oplossingen xé,...,xé,
Yhs ooV €N XD, sXp, Y, .ees Yy van (5) en (6) (resp. behoren-

e

§ § ' l o -
de bij bﬂ, X, €en bq, xq) dan is omdat X4 2 a,myk een monotoon
toenemende functie van x_, is en omdat x, a " ¢v, en
1 1 ﬁ;ﬁ’ 4kyk 1

x4 %éi% BV = V4 LS, zeker x, < x) en dus ook XS <‘x5
(J = 2,...,n), y& > yy. Hieruit volgt X <\x5 (3 =1,...,n) en
Ve > YQ-

Ten slotte bewljzen wij dat van de oplossing XgsevesXps
Vqseees¥y alle xj en y, continue functies van een der bk zijn.
Zonder de algemeenheid te schaden mogen wi}] bq varléren. Laat
bij de vast gekozen bq de oplossing R OFRERTE My Yas eV behoren

en blj de variabel gekozen b% de oplossing x',...,xﬁ, y%,...,g&
Voor iedere oplossing geldt, wegens (7), dat

m L
> bkyk = 2%: U, - Zim V- Dus geldt:
k=1

=1 3=7
T B T
2
dus
é_ b1& bmi )
Bij een ¢>0 kiezen we nu o = uin (y1+23""y1£,’ 5bql Als
dan b} zo gekozen is, dat [bj-b,| < 5 is het linkerlid van (9)

1
in absolute waarde &\yqs Wegens de reeds bewezen monotonie heb-

ben alle termen van het rechterlid van (9) hetzelfde teken en
zijn dus elk in absoclute waarde ook <jy15“ Dit geeft:

by, <
g s Va5
Y40 V4 Vit s B
Ly4-va1 < Y <'b1~8 < 5t - ©



en voor kK = 2,.,.,m:

v PdaE

|y - el < B " B(7,F0) <

Hiermee 1is de continuitelt der Ve bewezen. De continuiteilt
der X volgt dan direct uit (6).
Hiermede 1s het bewijs voltooid.



